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Fiche d’exercices type Bac

Chapitre 10 : Calcul Intégral

Année scolaire 2011-2012

mise a jour 29 mars 2012

Polynésie Septembre 2011 6 points

Partie A Question de cours

Partie B

Les courbes sont tracées en annexe.

1. a. Onrésout dans R I'équation :

3 3 (x-12=0
fx)=gx) & (x-1)2%e*= E(x—l)2 = (x-1? e‘x—i] =0 = ot 3 0 &
{ x =1 — { x=1

_ 3 _ 2
=) T lx=m()
%) et 6> ont donc deux points communs de cordonnées (1; 0) et
2).3 2 2
(n(2); 3n(3)-1)")
. . . . 2.,—X 3 2 21X 3
. Soit d lafonction définie sur R par d(x) : f(x)—g(x) = (x—1)7e —E(x—l) =x-1D|e* - >l
3

Exception faite de d(1) =0, le signe de d est celui de la différence e™* — 3

3 3
Ore*-->0 < e*>> < —x>In3 < x<-In3 < x<In.

2 2
Conclusion : 6; est au dessus de 6> sur ]—oo ; ln§ [ ; on trouve de méme que %) est au des-
sous de 6 sur |In% ; oo|.
On a vu dans la question précédente que les deux courbes ont deux points communs.

1
2. . Calculde I =f (x—1)%e *dx:
0
Soit | W0 = (x- 1)? N u'(x) = 2(x-1)
vV(x) =e* v(x) = —-e*
Toutes les fonctions sont continues car dérivables sur R ; on peut donc intégrer par parties :
1 1
I=[-(x-1%*], —f 20— x (—e ) dx=[-(x— 1)2e_x](1) +f 2(x—1)xe*dx
0 0
1
Donc I = 1+f 2(x—1) xe *dx
0
1

Soit J = f 2(x—1)xe *dxet intégrons a nouveau par parties :

0
Soit u(x) =2x-1) - u'(x) =2

Vi(x) =e™* v(x) = —e*
1
Donc J = [-2(x— e~ ]} + zf e ¥ dx=[-2(x—De |+ [-2e7*]; = —2¢7L.
0
. 2
Finalement: I =1-—.
e
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b. On avu ala question 1. b. que sur l'intervalle [0; 1], 6} est au dessous de é». Laire cherchée
est donc égale, en unités d’aire, a I'intégrale :

1 1 1 133711
[ §(x—1)2—(x—1)2e_x dxzf §(;c—l)zcix—f (x—l)ze_xdx:[lu] —1=1—
0o 12 0o 2 0 0 2

3 2
(1 2) 2 1( )
e e 2 ua

Partie C

1. a. Onsaitque0< x<1,dou—-1< —x<0etpar croissance de la fonction exponentielle e 1<
e *<eouencoree’ ! <e ¥ <1 ().
Or (x—1)?" = [(x-1)?]" > 0 puisque (x— 1) >0
Donc en multipliant chaque membre de I'encadrement (1) par le nombre positif (x—1)2", on
obtient :
e l(x—12"<e*x-1D)2"<1x (x=1)2" (1) et finalement

<@x-DPe ™ < (x—D*".

b. par intégration des trois fonctions de 'encadrement du a., on obtient

1 1 2n+lql
deng(x—l)Z”e <f(x D" dx < 0< u, < = 0< up <
0 0 2n+1 0
(_1)2n+1 ( 1
————— = 0<u, <+ et finalement :
2n+1 2n+1
0< < !
u .
ST on+1

2. L'encadrement précédent et le fait que lim
n—+oo2n+1

= 0 montre par application du théoréme des

«gendarmes », que n1—1>IPoo up =0.

Réunion Juin 2011 6 points

Partie A

1. a. La fonction exponentielle est définie et dérivable sur R et ne prend que des valeurs strictement
positives, alors la fonction x — e?* + 1 est dérivable et ne s’annule pas sur R. f est dérivable sur
R.

_ 4e* (e* +1)—2e* x4e®  4e*(1-e*)
Soitxe R, f'(x)=-— =_

(e2¥+1)° (e2x +1)?
4e* (e** - 1)
Pour tout réel x, f'(x) = —
(e2*+1)
b. Pour tout réel x,
4e*
PRV >0
(e2*+1)

alors f’(x) est du méme signe que e** — 1.
Puisque la fonction exponentielle est strictement croissante sur R et que, pour tout x > 0, on a
2x >0, alors e** > €% soit e2* — 1 > 0.

Vx €]0;+ool, f'(x) >0 et f'(0) =0, alors

’ f est strictement croissante sur [0; +oo ‘

2. f estdéfinie sur R et, pour tout x€ R,

fl=x)=1- de_ =1- de =1—4L:f(x)

e T il e 2x(lred)  1+eX
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Ainsi la fonction f est paire et, graphiquement :

’ la courbe € est symétrique par rapport a la droite d’équation x = 0

4et e*—4e’+1

3. a. Lescoordonnées du point Asont (a,0) aveca>0et A€ €, alors f(a) =0= 1- =
e2d +1 e?4 +1

0= (%)’ —4e%+1=0

Si on pose ¢ = €%, alors

’ c est une solution de I'équation x*> —4x+1=0

On résout 'équation x? —4x + 1 = 0; elle admet deux solutions réelles positives 2 — /3 et 2 + /3,
alors a€ {In(2—v3),In(2+v3)}.
Puisque 2 — v/3 €]0; 1], alors In (2 — v/3) < 0 et, a étant positif :

a=In(2++3)

b. f eststrictement croissante sur [0; +oo[ et s’annule en a = In (2 + \/§) alors, en utilisant la parité de
f,on en déduit :

e f(x)>0 sixe]—oo;—alula;+ool;
e f(x)<0 sixe]l-a;al;

e f(—a)=f(a)=0.

Partie B

1. Onreconnait, sous forme intégrale, I’expression de la primitive sur R qui s’annule en 0 de la fonction
f, alors F est dérivable sur R et F’ = f. Les variations de la fonction F sur R se déduisent alors du
signe de f(x):

e F est strictement croissante sur] —oo; —aj etsur [a; +oo[;
e [ est strictement décroissante sur [—a ; al.

a a
2. f étant continue et négative sur [0 ; al, F(a) = f fde = —f |f(t)| dt est 'opposé de I'aire, en

unités d’aire, du domaine plan compris entre la courbe %, I'axe des abscisses et les droites d’équa-
tions x = 0 et x = a. Ce domaine est contenu dans un rectangle dont les dimensions sont | f (0)| =1let

a,alors0 < —F(a)<1xa,dol:
—a<F(a)<0
t

1
e =1-de x| ——|.
el (1+e%) (1+e2f)

On est donc amené a comparer T2t avec 1;
e

3. a. Soitt€[0,+o0[, f(1)=1

Soit £>0,ona:e 2 >0, puis:e 2’ +1>1,
alors, par stricte décroissance de la fonction « inverse » sur ]0; +oo|,

1

—<1
1+e72t
En multipliant chaque membre par —4e~ ! <0:

—4e7!

-t
Tre 2 de

Finalement, en ajoutant 1:

Pour tout réel positif r, f(1) >1-4e™!

b. Soit x> 0.
Puisque I'intégrale entre des bornes croissantes « conserve I'ordre », alors (d’apres la question pré-
cédente) :
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[t+4e7"]] = x+4e”

X
ff(t)dt}f (1-4e %) dr
0

X
JO

F(x) [t+4e ]

Y_4>x-4,care*>0.0nabien:

’ pour tout réel positif x, F(x) > x—4 ‘

Puisque 11111 X —4 = 400, par comparaison :
X—+00

lim F(x)=+oco
X—+00

4. Puisque la fonction f est paire, on peut penser que sa primitive F qui s’annule en 0 est impaire, c’est-

a-dire

VxeR, F(-x)=-F(x) < VxeR, F(-x)+F(x)=0

Pour cela, on considere la fonction définie sur R par F(—x) + F(x). Cette fonction est dérivable sur R
et sa dérivée est définie, pour tout réel x, par —f(—x) + f(x) =0 car f est paire, alors :

Pour tout x€ R, F(—x)+ F(x) = F(-0)+ F(0) = 0. Alors F est impaire.

Par imparité :

lim F(x)=- lim F(x)=-o0
X——00 X—+00

Centres Etrangers Juin 2011 6 points

1. Etude des fonctions f et g

a. f(x)=exe *etg(x)=ex

. f produit de fonctions dérivables sur R est dérivable et sur cet intervalle f'(x) = e (e

2,—X

e .
X

Ona lim e =+oc0, d’ol par produit de limites xlim f(x) =—o0.
——00

X——00
Comme lim x?=+o0o, lim g(x) = +oo.
X——00 X——-00

. Onsaitque lim xe™*=0,donc lim f(x)=0.
X—+00 X—+00

X

De méme comme pour tout naturel n, lim x"e *=0,ona lim g(x)=0.
X—+00 X—+00

T —xe™) =
ee (1 -x).

Comme e™* > 0 quel que soit le réel x, le signe de f’(x) est celui de 1 — x qui est positif sur

] —o0; 1[ et négatif sur |1; +ool.

D’ot le tableau de variations de f :

X |—oo 1 +00

2% + 0 -

{1
fx) —oo/ \—m

g produit de fonctions dérivables sur R est dérivable et sur cet intervalle

g'(x)=e(2xe™" - x?e ) =ee ¥ x(2 - x).

Comme e™* > 0 quel que soit le réel x, le signe de g’(x) est celui du trindme x(1 — x) qui est
négatif sauf entre les racines 0 et 2.

D’ot1 le tableau de variations de g :

BACS
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X |—oo 0 2 +00

g(x) - 0 + 0 -

7
+ {-
8000 e N

2. Calcul d’'intégrales

a. = fje!“dx=ef e *dx=e[-e i =e[-e ! +1]=e—-1.

1 _ 1 _
b. Ona I, = [y X" el dx=e fj x" e *dx.

On pose :
u(x) = x"1 u(x) = n+1x"
V(x) =e* v(x) = —e*

Toutes les fonctions sont continues car dérivables sur R, on peut donc faire une intégration
par parties :
I,+1=e [—x"“e‘x]é—efol(n+ Dx"e *dx=e[-e+0] —efol x"e*dx=-ee ' —e(n+1)I, =
-1+ (n+11I,.

c. Laformule précédente donne pourn=0, [ =-1+[j=-1+e—-1=e—-2.
Pourn=1, L =-14+2=-1+2(e—2)=2e-5.

3. Calcul d’'une aire plane

a. Soit d la fonction définie sur R par d(x) = f(x) — g(x) = xe! ™ — x?e!™* = xe!™*(1 - x).
Comme el ™ > 0 quel que soit le réel x, le signe de f(x) est celui du trinéme x(1 — x), soit
négatif sauf entre les racines du trinéme 0 et 1.

Ceci montre que la courbe € est au dessus de la courbe 6’ sur]0; 1[ et au dessous sur ]—oo; 0]
etsur]l; 4+ool.

b. On vient de voir que sur 'intervalle [0; 1] f(x) > g(x), donc I'aire de la partie du plan com-

prise d’'une part entre les courbes € et 6’, d’autre part entre les droites d’équations respec-
tives x = 0 et x = 1 est égale a la différence des intégrales :

1 1 1
&fzf f(x)dx—f g(x)dxzf [f(x)—gx)ldx=L-b=e-2—-(2e—-5)=3—e.
0 0 0
par linéarité de I'intégrale.
4. Ftude de I'égalité de deux aires

a. OnaS,=o < 3-e'"%(a*+a+1)=3-e < —el"%(a*+a+1)=-e < exe *(a*+a+1)=
e<=ea*+a+l)=1
a’+a+1=e"

2 _ x—1 = 0 sur l'intervalle

b. Il reste a résoudre 'équation e* = x* + x + 1 équivalente a e* — x
[1; +ool.

2

Si on pose, pour tout x réel : h(x) = e*—x“—x—1, celarevient a chercher un zéro de la fonction

hsur R.

Cette fonction est deux fois dérivable sur R et sur cet intervalle
h'(x) = e* —2x—1 qui elle-méme est dérivable sur R et :
h'(x)=e*-2

Onah’"(x)=0 <= e*-2=0«<=e'=2 < x=In2

Donc h'(x) >0 < e*-2>0 < e*>2 < x>In2.
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h' est continue et strictement croissante sur [In2 ; +oo[ et a fortiori sur [1 ; +oo[ puisque
In2~0,69<1.

Onah'(l)=e'-2-1=e-3<0.

De plus xlier h'(x) = +oo (limite obtenue en factorisant e*.)

Donc, d’apreés un corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un réel unique
a, 1< atel que h'(a) =0.

On en déduit que h est strictement négative sur |1 ; af et strictement positive sur Ja ; +ool.
h est donc strictement décroissante sur ]1 ; a[ et strictement croissante sur Ja ; +ool.
D’autre part, }CIEH h(x)=e—3=-0,28 et xl—i>r-il:loo h(x) = +oo. Ainsi h est strictement négative sur

x>1

11; af.

Enfin, & étant continue est strictement croissante sur [« ; +ool, il existe f €]a ; +oo[, unique,
tel que h(B) =0.

Avec une table de valeurs ou le solveur de la calculatrice on trouve aisément : ¢ =~ 1,26 et
B =1,79. (Voir la figure ci-dessous)

France Juin 2011 7 points
PARTIE A
X
1. a fik=xe*= e
lim, . _oo(—X) = +oodonclim,_. o e =limy_. ;o0 €% = +00, d’oll, par produit : im,_. _, fi(x) =
—0Q.

D’apreés le cours (croissances comparées), limy_ oo i = +oo donc limy_. 1 ix =0:
limy_ 100 f1(x) =0. x ©
b. fi est dérivable sur R comme produit et composée de fonctions dérivables.
Pourtout xR, f{(x) =1xe *+xx (e ) =(1-x)e™".
Pour tout x € R, e™* > 0, donc f] (x) est du signe de 1-x, donc positif pour x < 1 et nulle pour
x=1.
On en déduit le tableau de variations suivant :

X |—oo 0 +00

fix) + 0 -

1
{_
—oo/ e\{()

fx

c. On sait que k > 1; limy_._ f1(x) = —00, ce qui n’est pas le cas pour fi d’apres le graphique,
donc k # 1, c’est-a-dire k > 2.
1

2. a. Pourtoutn>1,0naf,(0)=0xe’=0et f,(1)=1"e'=e! = —.
e

1
Toutes les courbes C,, passent par |'origine et le point de coordonnées (1 ; —).
e

b. Pour tout n > 1, f;, est dérivable comme produit et composée de fonctions dérivables.
Pour tout x € R, f(x) = nx" le ™ + x" x (~e™¥) = x"" 1 (n—x)e”*
3. fg’(x) =x2(3-x)e7 7, qui s’annule en x = 3 et est du signe de 3 — x, donc positif pour x < 3 et négatif
pour x > 3.
La fonction f3 admet donc bien un maximum en 3.

BACS Page 6/72 Calcul Intégral



Corrigé du TD 10 Michael Meyroneinc

k-1 1
4. a. L'équation de la tangente Ty est: y = f]é(l)(x— 1)+ fr(1),donc y = ——(x—1) + — soit
e e
(k-Dx-k+2
y=——"-.:
k-2

=0 = —.
y =0 pour x 1

4 k-2 4
b. On sait que T} coupe 'axe des abscisses en = On résout donc I'équation o1& On ob-

tient 5(k—2) = 4(k — 1), d’oit k = 6. -

PARTIE B

On désigne par (I,) la suite définie pour tout entier n supérieur ou égal a 1 par

1
In:f x"e *dx.
0

= "(x)=1
u et v sont dérivables, v’ et v’ sont continues. On peut effectuer une intégration par parties.
1 2
I = [w@v@1} - fo W (@) dx=[-xe ™ §+ fje ¥ dx=—~+[-e g =—=——+1=1--.
e e e e

2. a. Sur [0; 1], f, est continue et positive, donc I, représente l'aire comprise entre les droites
d’équations x =0, x = 1, la courbe C,, et I'axe des abscisses. On voit sur le graphique que ces
aires semblent décroissantes, donc la suite (I;,) semble décroissante.

b. Pourtoutn>1, Iy — I, = fol x"le™* dx— fol xerdx = fol [x"*le™* — x"e™¥] dx (par linéa-
rité)
= fol x"(x—-1e * dx.
Sur[0;1],x">0,e™* >0etx—1<0donc x"(x—1)e™* < 0. On integre sur [0; 1] une fonction
continue négative, donc le résultat est un nombre négatif (positivité de I'intégrale).
On en déduit que ;1 — I; < 0 donc la suite (I;) est décroissante.

c. Ilestévident que I, > 0 (intégrale d'une fonction positive). La suite () est donc décroissante
et minorée, donc convergente vers un rééel £.

d. Montrons que ¢ =0.

Premiere méthode : sur [0; 1], x — —x est décroissante, donc par composition avec exp,
x— e ¥ est décroissante, donc e * < e =1.
Sur [0; 1], f(x) = x""e™* < x"*, donc par propriété de 'intégration,

n+1 11

X
n+1

_ 1
O_I’l-f-l.

1 1
f frn(x) dx </ x"dx =
0 0

1 1
Par conséquent : 0 < I, < Tl; or lim,_ 1 = 0, donc, d’apres le théoréme de gen-
n n

darmes, lim;,_. ;oo I, = 0.
+1
ie 6 1 - 1 Up+1(x) = x"
Deuxiéme méthode: Ona: I = [, x"e ¥ dx = Jo Un+1(x)V'(x) dx avec { v’n(x) o
v(x)=—-e*
u, ., et v’ sont continues, donc on peut effectuer une intégration par parties.

o { a0 = (e 0"

1

On obtient: I,41 = [—x”“e_x](l) +f01 x"e*dx=—=+n+1I,.
e

I 1

n+l  (n+le
Si ¢ est la limite de I, a I'infini, par passage a la limite, on obtient: 0 =0+ ¢ donc ¢ =0

On en déduit :

+ 1.
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Asie Juin 2011 5 points

1.
Inx
(Vx €]0; +o0l) flx) = -

1
a. La limite de la fonction f en 0 est —oco car lim (—) =+4+o00et lim (In(x))=-o0;donc
x—0; x>0\ Xx x—0; x>0

on obtient par produit le résultat énoncé.

En +o0, la limite de la fonction f est 0 (voir le cours).

L v x—1xIn(x) 1

b. fl(x)==< =z =3 (1-In(x)).
c. f'(x) estdusigne de (1 —In(x)) sur]0; +ool,
orsur]0; +ool;
1-In(x) >0 < x<e; 1-In(x)<0 <<= x>¢; 1-In(x)=0 < x=¢e

x |0 e +00

@il + o -

o

f

2. Etude d’une fonction g
On considere la fonction g définie sur l'intervalle ]0 ; +oo[ par :

(In x)2

gx) =

On note € la courbe représentative de la fonction g dans le repere (O, 7, 7).
a. Lalimite de g en 0 est +oo car g(x) = f(x) x In(x) or,

lim (In(x)) =-oc0; lim (f(x))=—o0;donc on obtient par produit le résultat énoncé.
x—0;x>0 x—0; x>0

Lalimite de g en +coest0 car:

4(1n(\/z) )2 ~ (21n(\/}))2 ~ (1n(x))2 _nG?
i) TUvE ) TE) T TR

. o In(v0\*| .. In(X)\?) _ _(In(X0))
DoncxlifPoo(g(x”‘xll‘Ro(4( Vx ))‘xliToo(4( X ))_Ocarxli‘&o( X )_O’OM

posé X = \/x et X tend vers +oo quand xtend vers +oo.

b. g'(x) = iz x (2In(x) — (In(x))?) = iz x (2=In(x)) x In(x),
X X

donc g'(x) s’annule ssiIn(x) = 0 ouIn(x) =2 donc pour x =1 ou x = e?.

X 0 1 e? +00
In(x) |l = O +
2-Inx) | 1| + + 0 -
g/ (x) |l - 0 + 0 -
c.
x |0 1 &2 +00
fl(® +

fx) ||| +o0 \{0 % \ —00
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3. a. Les courbes €F et €5 se coupent aux points dont les abscisses sont les solutions f(x) = g(x)
fx) =gx) < In(x) = (In(x))? < 0= (Inx)%-In(x) < 0=Inkx) x (In(x) —-1) <
In(x) =0 ou In(x)=1 <= x=1 ou x=e

1
ce sont les deux points A(1; 0); B (e ; —).
e

b. La position relative des courbes <€f et Ggest donnée par I'étude du signe de f(x) — g(x).
f(x)—g(x) <0 < In(x) < (In(x))? < In(x)(1-1n(x)) <0

X 0 1 e +00
In(x) | - 0 +
(1-In(x)) |+ + 0 -
In(x)x(1-In(x)) ||| - 0 + 0 -

fx)—g(x) <0 < In(x) <O0ouln(x)>1 < x<loux>e
fX)—-gx)>0 < 1<x<e

La courbe de f est au dessus de la courbe de g pour x €]1; el.
La courbe de f est au dessous de la courbe de g pour x €]0; 1[n]e; +ool.
La courbe de f coupe la courbe de g pour x =1 ou pour x =e.

c. On a tracé sur le graphique de I'annexe 1 (a rendre avec la copie) la courbe Cy.

e
4, of = / (f(x)—gx))dx carsur[l;e], f(x)=g(x)etf etgsontcontinuessurcetintervalle.
e ln(x) e (ln(x))2 (In(x)? n@x)32, 1 1 1
2 3 2 3 6

(pour trouver les primitives, on a reconnu la forme u” x v’ avec u: x — u(x) =In(x) et v’ : x —
u'(x) = % et pour la premiére intégrale n = 1 c’est u x u’ et pour la deuxiéme n =2 c’est u? x u';

u(x)n+1

. n , . ., .
etsin# -1, alors u” x 1’ a pour primitive x — )

Pondichéry Avril 2011 6 points
Partie A : Restitution organisée de connaissances
f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle [a ; b] donc g — f est continue sur [a; b] Pour tout

b
xdela; b], f(x) < g(x)donc g(x)— f(x) =0 doncf [g(x)— f(x)]dx >0
b b b b b
f [g(x)—f(x)]dx=f g(x)dx—f f(x)dxetf [g(x)—f(x)]dx)Odoncf g(x)dx—f fx)dx >0
a a a a a a

b b
soit/ g(x)dx}f fx)dx.

Partie B

1. a. Pourtoutxde[0; +ool, fi(x)=In(1+ x).

Soit X=1+x, lim X =+o0;
X—+00

filx)=InX or lim InX =+oodonc hm fl(x) +00.
X—+00

b. f1 estla composée de deux fonctions :
x+— 1+ x continue et dérivable sur [0 ; +ool, a valeurs dans [1 ; +oo[ et

x+— Inx, continue et dérivable sur [1 ; +oo[, donc fj est continue et dérivable sur [0; +ool.

1
fl’ (x) = 1 donc pour tout x de [0 ; +oo, fl’ (x) > 0 donc f; est strictement croissante sur
[0; +ool.
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c. Soit:

u'(x)=1 ux)=x+1
1
vx)=In(1+x) v(x)=——
x+1
u et v sont continues et dérivables sur [0 ; +oo[, de méme que v’ et v’ donc

1
I = [u(x)v(x)]},—f u(x)v'(x) dx;
0
1 [tx+1 e
11:[(x+1)ln(x+1)]0—f —dx:[(x+1)ln(x+1)]0—f ldx=2In2-0-1;
0o x+1 0

L =2In2-1.

f1(0) =0 et fj est strictement croissante sur [0 ; +oo[ donc f; est positive sur [0; 1].

f1 est continue sur [0 ; 1] donc I; est I'aire (en unité d’aires) du domaine limité par I'axe des
abscisses, les droites d’équation x =0,

x =1 etla courbe représentative de f;.

2. . Pour tout entier naturel non nul n, f, est la composée de deux fonctions continues sur
[0; +o0[:
x+— 1+ x" et x— Inx donc f; est continue sur [0 ; +oo].
Pourtoutxde[0;1],0<x"<1donc1<1+x"<2.
La fonction logarithme népérien est strictement croissante sur ]0; +oo[donclnl <In (1 + x") <
In2.
La fonction f;, est continue sur [0 ; 1] et pour tout x de [0; 1],
0< fu(x) <In2.
1
Donc pour tout entier naturel non nul n, 0 < I; < f In2dx, soit 0 < I, <In2.
0
. Pour tout x de [0; 1], 0 < x < 1 donc par produit par x" > 0,
0< M < x puis 1 <1+ 2" <1+ x™
Lafonction logarithme népérien est strictement croissante sur ]0; +oo[doncln1 < In (1 + x”“) <
In(1+ x™), s0it 0 < fr+1 < fu.
Les fonctions f,+] et f;; sont continues sur [0; 1] et pour tout x de [0; 1], 0 < fi+1 < f donc
0<1I n+1 < n-
La suite (I,) est décroissante et minorée par 0.
. Lasuite (I,;) décroissante et minorée par 0 est donc convergente vers un nombre positif.
3. . g estla différence de deux fonctions continues dérivables sur [0 ; +oo[: x — x et x — fi(x)
1 —-X
donc g est continue et dérivable sur [0; +ool et g'(x) = —— —1= ——.
x+1 x+1
Pour tout x > 0, g’ (x)<0et g’ (0) = 0 donc g est strictement décroissante sur [0 ; +ool.
. g est strictement décroissante sur [0 ; +oo[ et g(0) = 0 donc g est strictement négative sur
[0; +ool.
Si x est un réel positif alors pour tout entier naturel n non nul, x" est un réel positif donc
g (x™) < 0donc pour tout entier naturel #z non nul, et pour tout x réel positif, ona: In (1 + x™) -
x" < 0soitln(1+ x™) < x™.
. Les fonctions f; et x — x" sont continues sur [0 ; +oo[ et pour tout x de [0 ; +oo[ on a :
1 1 1
0<In1+x" <x";donc0< I, <f x"dx, soit 0 < I, < [ " x| ouencore 0 < I, <
0 n 0
1
n+1l’
1
Comme lim —— =0d’apresle théoreme des gendarmes appliqué aux suites, lim I, =0.
n—+oo p+1 n—+00
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Liban 2010 5 points

Partie A

ROC : On suppose connus les résultats : e” = 1 et pour tous réels x et y, e* x e¥ = e**7.

. 1
1. Pour toutréel x,e* xe ¥ =e* *=e%=1donce * = —
e

2. Pour tout réel x, on démontre par récurrence la propriété P(n) : (e¥)" = e"*.
— 9% =1=¢e"*, Donc P(0) est vraie.
- Soit n, un entier, on démontre que la propriété se transmet de n a n+ 1. On suppose que ()" =
e* alors (ex)n+1 — (ex)n x et = e x ¥ = enx+x — e(n+1)x‘
— La propriété est vraie pour n = 0 et se transmet, pour tout n, de n a n+ 1, donc la propriété est
vraie pour tout » : pour tout entier naturel n, (e*)"” = e™*.

Partie B

On considere la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par :

1 e—nx
Uy = dx.

1 1 1 e %
1. a. u0+u1:[ dx+f dx
o 1+e™* 0o 1+e ¥

e 4 s l+e™
Par linéarité de l'intégrale, ug + u; =
0o 1+e™*

1
dx:f ldx = [x]g = 1.
0

1 =X e X u'
b. u; :/ dx. On pose f(x) = ———, onremarque que f = —— ot u(x) =1+e *>0.
o1 1+e™* u

+e™*
f apour primitive F = —In(u).
up = [~In(1+e )]y =In@) - In(1 +e71).

D’apres la question l.a., ug=1—-u; =1-In(2) +In(1+e!) =In(e+ 1) — In(2)
—nx

2. Pour tout entier naturel 7, et pour tout réel x, e™"*>0et1+e™* >0 donc > 0. Lintégrale

e—x
sur 'intervalle [0 ; 1] d'une fonction positive est positive donc u,, est positive ou nulle.

1e—(n+1)x 1 e X
3. a. Pour tout entier naturel n, u,+1 + uy, :f _ dx+f
0

0o 1l+e™X¥ l1+e™*
1 e—(n+1)x + e—nx 1 e—nx(e—x + 1)
Upp1+up=| ——dx=| ——dx
0 l1+e* 0 l1+e*
! 1 ' 1-e™”
Upsl+ Uy :f e Mdx=|-—e"| =
0 n 0 n

b. Pour tout entier naturel n, d’apreés la question 2., u;,, > 0 donc u,+; > 0 or, d’apres la question
1-e™ 1-e™"
— Upy donc u, <

3., Uy =

-n _ AN
.Or lim

n n—+oo n
Selon le théoreme des gendarmes, la suite u; converge aussi vers zéro.

. . 1
4. Pour tout entier naturel n, 0 < u, < =0 (car e”" tend vers 0 ainsi que —).
n

Polynésie Juin 2010 7 points

Lannexe qui suit sera complétée et remise avec la copie a la fin de U'épreuve

Partie A
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2.

a.

e La fonction x — In(2x) est la composée des fonctions x — 2x et X — In(X) qui sont
dérivables respectivement sur [1 ; +oo[ etIn2; +ool.

La fonction g somme de fonctions dérivables sur [1 ; +ool est dérivable sur cet intervalle

2 1 1-x
etg'(x) = ——1——1—
2x X
Comme x > 0, cette denvee est du signe du numérateur 1 — x.

Doncg xX)=<= x=1,
gx)<0 <= 1<x
Conclusion : la fonction g est décroissante sur |1 ; +ool.
e D’autrepart g(1) =In2+1-1=In2.
In(2x) 1 1

2x  2x 2)
In(2x 1 In2x) 1 1 1
Onsaitque lim ( )=0 lim —=0, doncparsomme, lim (2x) -
) x—+oo  2x X—+002x +oo  2Xx 2x 2 2
puis par produit de limites thP g(x) = —o0.
—+00

En écrivant g(x) =

+ La fonction g est donc dérivable donc continue sur [1 ; +oo[ et décroissante de In2 a
moins I'infini : il existe donc un réel unique « tel que g(a) =

b. D’apres la question précédente g(a) =0 <= In2a)+1-a =0 < a=In2a) +1.

a. En allant « verticalement » vers la courbe (I') et « horizontalement » vers la droite d’équation

¥ = X, on obtient quatre points de cette droite dont les abscisses sont ug, u;, Uy, us.
Voir la figure.

Par récurrence :

o Initialisation : comme ug=1et u; =In(2)+1~=1,69 <3, on abien:

o Hérédité:
Supposons qu'il existe n € N tel que 1 < uy, < up+1 <3 (1).
Donc u,.2 =In(2uy,.p) + 1.
Or (1) implique par produit par 2 :
2 < 2uy € 2up41 <6, puis
In2 <InQuy) <In(2uy,41) <Inb et enfin
1+In2<InQCu,) +1<InRuyy1) +1 <1Inb6 + 1 soit
1+In2 < up < Ups2 <Inb6+1.
Comme 1+1n6 = 2,791 < 3, on en déduit finalement que
1< Upsr < Up+2 < 3.
On a donc démontré par récurrence que pour tout naturel n, 1 < u, < U4+ < 3.

On vient de démontrer que la suite () est croissante et majorée par 3 : elle est donc conver-
gente vers une limite £ < 3.

Comme la fonction g est continue, la fonction définie par g(x) + x I'est aussi et a la limite on
adonc:

¢ =In(¢) +1.Oron avu ala question 1. b. que «a était la solution de cette équation.
Conclusion lim u, =a.
n—-+oo

Partie B

La fonction f produit de fonctions dérivables sur [1 ; +oo[ est dérivable et par conséquent
continue sur cet intervalle.

On sait alors que F(x) est une primitive de f sur [1; +ool. On a donc F'(x) = f(x).
Orsur [1; +oo[, x—1 >0 ete!™* >0 quel que soit le réel x, donc par produit f(x) >0
La dérivée de F étant positive, la fonction F est croissante sur [1 ; +ool.

BACS
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1
-e

b. On pose: { win) =1-1 { win 1t

V() = e'! v(1)
Toutes les fonctions étant continues car dérivable sur [1; +oo[, on a par intégration par par-
ties :

- 1-£1% _ (X _ 1-t 34— 1-1]% 1-1]% _ 1-t]%
F(x) = [—(t—l)e ]1 - i —etde= [—(t—l)e ]1 - [e ]1 = [—te ]1
=—xel™ - (1e%) =1 - xe! ™.

1-x 1

1 1-x
C. OnaF(x):E ~— 1-—xe =

g = Xe —

1
2
(les deux membres étant supérieur a zéro et par croissance de lafonction In) In (%) =ln ( xel=* ) —
—In2=lnx+(1-x) <
In2+lnx+1-x=0 < In@2x)+1==x.
2. Onavuquesur [1; +ool, f(x) > 0, doncl'aire de la partie &, est égale a 'intégrale F(a).
Résoudre F(a) = % a été fait a la question précédente et sa solution est le nombre vérifiant In(2x) +

1=x;oronavualaquestion 1. b. que ce nombre est le nombre a

Asie Juin 2010 4 points
PARTIE A

1. Etude des limites

1 ) 1
a. ¢ lim — = +oo,donc lim ex = +oo;
x—0Xx X—+00

1
e lim — = +o0,
x—0 x2
donc par produit de limites lir% f(x) = +o0.
X—

1 ) 1
b. Comme lim — =0, lim ex =1.
Xx—+00 X X—+00

. 1 . o .
Or xl—l»IPoo - 0, donc par produit de limites xl_lgl()() fx)=0.

c. La premiere limite montre que 'axe des ordonnées est asymptote a € au voisinage de zéro.
La seconde montre que I’axe des abscisses est asymptote a € au voisinage de plus l'infini.
2. Ftude des variations de la fonction f

a. f(x) étant considéré comme un produit de fonctions dérivables sur ]0 ; +oo[, ona:
fx)= (i),e}c + L (e%), = —z—xei + L (—i)ei = —ex (Z_x + i) =
) ) P ) A
1 1
—Fex (2x+1).
b. Onax>0=2x>0=2x+1>1>0; dautre part quel que soit u € R, e¥ > 0. Enfin x>0 >
% > 0, donc finalement pour tout réel supérieur a zéro,
f'(x) <0.
I en résulte que la fonction f est décroissante sur ]0 ; +oo[ de plus I'infini a zéro d’apres la
premiere question.
c. D’apres le résultat précédent (décroissance de f de plus 'infini a zéro sur 10 ; +oo[), la fonc-
tion f continue car dérivable sur cet intervalle il existe un unique réel a tel que f(a) = 0.
La calculatrice donne :
f@,1)=2,05et f(1,2) =1,60doncl,1<a<1,2;
f(1,10)=2,05et f(1,11) = 1,99donc 1,10< a < 1,11.
La valeur approchée au centieme de a est donc 1, 11.

3. Voir plus bas

BACS Page 13/2? Calcul Intégral



Corrigé du TD 10 Michael Meyroneinc

PARTIE B Etude d’une suite d’intégrales

1. 12 = f —G!JC
1
On pose u(x) = — qu1 est dérivable sur ]0 ; +oo[ donc u/(x) = =z
La fonction a 1ntegrer est donc de la forme —u/(x)e“™) qui est la dérivée de —e“\),
2
Onadonc I, = [—e%]l —e—e:? =e—+/e.
2. Une relation de récurrence
21 1
a. I, = f —exdux.
1 x"
/ 1 Lo«
On pose u'(x) = — et v(x) = ex; d’ou
X
— My - _ L1
ulx) = _Tlx”—l etv'(x) = —;ex.
Toutes les fonctions sont dérivables, donc continues sur 10 ; +oo[ : on peut donc intégrer par
parties :
1 1 .1 1 21 1., 1 ( 1y 1L (21 1. 1/ 1
n=|- ex| — x—exdx = (e—eZ)— exdx:—(e—eZ)—
n—-1x"1" |, n-1J; x"1 x2 n-1 n—-1J; xn+l n
—I
1 n+l-
Puis (0~ 1)l =e~e? ~ Ly = Iyn=e~ 5 +1-n)ly.
b. Larelation de récurrence précédente permet de calculer :
Ve Ve Ve
I e——+1 21—e——— e—ve)=—.
s=e- g +(1-2L 1~ (6= Ve =
3. a. Soitxtelque:
1 1
0 <1< x<2,doncen passant aux inverses : 0 < > < — < 1, puis par croissance de la fonction
X
exponentielle :
<e: < ex e*, d’ol1 en particulier
O<er <e.
Comme x" > 0 pour tout naturel et tout réel x entre 1 et 2, il résulte que :
1 1 1
O0x —< e%— < e—. Ouencore
x" x" x"
< ! < ©
EETANT
b. On en déduit'encadrement de l'intégrale I, :
2 21 1 e
0dx< | —erdx< —dy,
1 1 x" xn
it0< I, < 1 1 ]2
soi el-—————
" n—-1x"1[;
it final t0<1<e(1 1)
soit finalemen — | 1-=—=|
"Sp-1 20l
1 1 . . .
Comme hm ——=0et lim =0, on obtient par produit de limites :
o0 2111 n—toopn—1
. e 1
lim 1-——|=0.
n—+oopnp—1 2n-1
D’apres le théoreme des « gendarmes » on a donc :
Jim_ 1, =o.
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Réunion Juin 2010

Soit f la fonction définie sur I'intervalle ] — 1 ; +oo[ par

fx) =1+In(1+x).

On note 6 sa courbe représentative dans un repere orthonormal (O; 7; 7).
On note D la droite d’équation y = x.

Partie A

1.

a. Sens de variation de la fonction f :
f’(x):L>0sur]—1; +oo[
1+x
La fonction f est donc croissante sur (O; 7; J)
b. Limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de définition :

lim f(x)=-ococar lim 1+x=0%et lim In(1+x)=-o0
x—-1" x—-—1" x——1"

lim f(x)=+4ococar lim 1+x=+ocoet lim In(l1+x)=+o0
X—+00 X—+00 X—+00

Tableau de variations de f :

X - +00
f'(x) +

+00
e

fx)

2. On désigne par g la fonction définie sur I'intervalle ] — 1 ; +oo[ par g(x) = f(x) — x.

a. lim g(x)=-o0:
x—-1

6 points

x—-1

limlg(x) = limll—x+ln(1+x) =—ococar lim 1+x=0", lim In(l+x)=-occet lim 1-x=2
Xx—= X—— +

x—-1% x—-1

b.
. In(01+x) . . InX
lim ——— =0car lim 1+x=+4+ccet lim — =0
x—+oo 1+ Xx xX—+00 X—400 X
. . . 1-x In(l+x) . In(1+ x) . 1-x
lim g(x)= lim = lim (1+4x)| —— + ——|=-ococar lim ————=0et lim ——
X—+00 X—+00 X—+00 1+x 1+x x—+o00 1+ Xx x—+oo 1+ x

c. Sens de variation de la fonction g

1 —
g'(x):f'(x)—lzm—lzﬁdusignede—xsur]—l; +00[

La fonction g est donc strictement croissante sur | — 1;0[ et strictement décroissante sur

10; +ool.
Elle possede une tange,nte horizonate au point d’abscisse 0.
Tableau de variations de la fonction g :

BACS
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x | - a 0 B +00

f'(x) + 0 -

U
o \“’\_m

fx)

d. Surlintervalle ] -1; 0[, la fonction g est continue, comme somme et composée de fonctions
continues, et strictement croissante. Elle réalise donc une bijectionde]—1; 0[sur]—oo; 1[.
Or 0 appartient a 'ensemble d’arrivée | —oo; 1[. Donc, 0 possede un unique antécédent, noté
adans]—1; 0l.
Sur l'intervalle 10 ; +oo[, la fonction g est continue, comme somme et composée de fonc-
tions continues, et strictement décroissante. Elle réalise donc une bijection de ]0 ; +oo[ sur
] —o0; 1[. Or 0 appartient a I'ensemble d’arrivée ] —oo; 1[. Donc, 0 posséde un unique anté-
cédent, noté  dans ]0; +ool.

De plus:
g(2)=0,0986 >0
<P L
{g(3):—0,614<0 —25Ps3
e. Signe de g(x):

- -l<x<a=gkx) <gla)=0. (La fonction g est croissante sur [-1; a[).
—a<x<0=g(a)=0< gx). (La fonction g est croissante sur [a 0D).
-0<x<P=>gx)=0=g(p). (La fonction g est décroissante sur [0; 8]).
- x2pf=gx) <0=g(ph). (La fonction g est décroissante sur [f; +o0().

X -1 a B +00

gx) (I - 0 + 0 -

Position relative de la courbe 67 et de la droite D :
— €y estsituée au dessus de la droite D pour x €]a; fI.
— % estsituée en dessous de la droite D pour x €] — 1; a[U]§; +ool.

Partie B

Dans cette partie, toute trace de recherche, méme incompléte, ou d’initiative, méme non fructueuse, sera
prise en compte dans l'évaluation.

Up =2

Un+1 = f(un)

1. Pour tout nombre entier naturel n, 2 < u; < . Démonstration par récurrence :
—Ona2<u=2<p
— Supposons que, pour un z donné, on ait : 2 < u, < B, alors, la fonction f étant croissante sur

(2; Bl
2 < up < p=>[2]<2,09861228867 = £(2) < f(uy) =[ 1 | < £ () =[ ]
— Ainsi, Vn, neN, 2< u, <B.

2. Lasuite (u,) est croissante (en utilisant le signe de g(x) étudié plus haut) :

Soit (u5,) la suite définie pour tout nombre entier naturel n par : {

Up+1 — Up = f(Up) — up = g(uy) = 0sur [2; f]

Donc, (u,) étant une suite croissante et majorée par g, elle est convergente.
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Antilles Guyane 2010 4 points

0
1. a. Calculde F(x) =f fde=0
0
b. Soit x €[0; 4].Sur I'intervalle [0 ; x] la fonction f est positive donc comme 0 < x, d’apres le

X
cours: f f()dt > 0 c’est-a-dire F(x) > 0.
0

Soit x €[-3; 0]. Sur l'intervalle [x ; 0] la fonction f est négative donc comme x < 0, d’apres le

0 X
Cours:f f(t)dt<0d’0t1—f fde >0

X 0
c'est—a—direF(x)> 0.

4
c. Sur l'intervalle [0 ; 4], la fonction f est positive, I'intégral [ f(©)dt représente donc l'aire
0
de la portion du plan délimitée par 'axe des abscisses, la courbe représentative de f et les
droites verticales d’équations respectives x = 0 et x = 4.
Par ailleurs, cette aire est inférieure a I'aire du rectangle OABC, autrement dit : F(4) < OA x
AB, c’est-a-dire : F(4) < 12.

De méme, I'aire F(4) est supérieure a celle du triangle ODC de hauteur [DH] donc F(4) >
3 x DH x OC c'est-a-dire F(4) > 6.

X
2. a. Soit x € I. Lafonction f est continue sur /; donc F :— f f(t)dt represente la primitive de f
0
sur I qui s’annule en 0.

b. D’apres ce qui précéde, la fonction F est dérivable sur I et F'(dx) = f(x).
Le signe de f(x) s’obtient par lecture graphique. On peut donc dresser le tableau de variation
de F:
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X -3 0 4 8

F'(x) = f(x) - 0 + 0 -

FC3) F@
Fx) N7 N

3. On dispose de deux représentations graphiques sur 1.

Courbe A Courbe B

Les variations des courbes A et B sont en accord avecl tableau de variations précédent, cependant :
La courbe A ne peut représenter la fonction F puisqu ?on doit avoir F(0) = 0 ce qui n ?est pas le cas
pour la fonction représentée sur cette courbe.

La courbe B ne peut représenter la fonction F puisqu ?on doit avoir 6 < F(4) < 12 ce qui n ?est pas
le cas pour la fonction représentée sur cette courbe.

France Septembre 2010 6 points

Partie 1 : Etude de la fonction f

1. Comme x est supérieur a z€ro, le signe de f(x) est celuide 1 -Inx.
Orl-Inx>0 < 1>Inx < lne>Inx < e > x par croissance de la fonction In.
Onadonc:

fx)>0 <= 0<x<e;
fx)=0 < x=¢e;
fX)<0 < x>e.
2. « Auvoisinage de zéro: f(x) = x—xInx.
On sait que )lci_r% xlnx =0, donc }Ci_r% fx)=0.
» Auvoisinage de plus I'infini :
Ona xEI}lmx =+ooet }}E}) 1—Inx = —oo. Par produit des limites on obtient : }Ci_r% f(x) =—o0.
Remarque: lalecture de 'annexe correspond bien a ces résultats.

3. f produit de fonctions dérivables sur ]0 ; +oco[ est dérivable sur cet intervalle et :

1
flx)=1-Inx+xx (——) =1-lnx-1=-Inx.
x

Or-Inx>0 < Inx<0 < Inx<Inl < x < 1 par croissance de la fonction In.
Deméme —Inx>0 < x> 1.

Conclusion : la fonction est croissante sur ]0 ; 1] et décroissante sur [1; +ool.
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x |0 1 e +00

f(x) + 0 -

s {1 .
{0
Folg N e

4. a. OnaM(x; Ne(Ty) < y-fla)=fa)(x—a) < y—a+alna=-Inalx-a) <

y=—-xlna+a.
Le point d’intersection de la droite (T,;) et de 'axe des ordonnées a une abscisse nulle, d’ol1
y = a, ordonnée du point A’.
Conclusion : A'(0; a).
b. Il suffit de tracer le quart de cercle centré en O de rayon a qui coupe 'axe des ordonnées au
point A'(0; a)
Du point (a; 0) donné sur la figure on trace la verticale qui coupe ¢ au point A(a; f(a)).
La tangente est la droite (AA’). Voir a la fin la figure.

Partie II : Un calcul d’aire

1. « Onavualaquestion 1. que sur ]0 ; e] la fonction f est positive. La mesure de la surface limitée
par la courbe ¥, I'axe des abscisses et les droites d’équations respectives x = a et x = e est donc

e
égale al'intégrale of (a) = f f(x)dx.
a
e On avu que sur [e; +oo, f(x) <0. Dans ce cas la surface limitée par la courbe ¥, I'axe des

a
abscisses et les droites d’équations respectives x = a et x = e est donc égale a — f fx)dx =
e

e
f f(x)dx = &/ (a) en permutant les bornes d’intégration.
a

e

2. Onadonc d(a):/ x(1-Inx)dx.
a
2

X
"(x) = ux) = —
Posons { u(()i) B )lc—l d’ ot 1
v(x) = nx V(x) = —=
x
Toutes ces fonctions étant continues et dérivables sur ]0 ; +ool, on peut donc intégrer par parties :
52 e e] 42 £ e e x
Aa)=|—0-Inx) +f —x—dx=|—0-1nx) +f —dx =
2 a a X 2 2 a a 2
2 21€ 2 2q€
X X X
“(1-lnx0)+=| =|Z=(3B-Inx)+=]| =
2 4, |2 4,
2 2 2 2
e a (3 e a° (3
—(%—1)——(——lna) = ———(——lna).
2 2 \2 4 2\2
Amérique du Nord Nov 2010 5 points
Commun a tous les candidats
1. Pourtoutréel xde[0;1]: y ;
e*[(Y + x) - 1] xe*
0= =
1+x) 1+x)

Comme x > 0 et que pour tout réel x, e* est >0, ona f’'(x) >0.
Donc f est croissante sur [0; 1].
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2.

1
a. On partage l'intervalle [0; 1] en cinq intervalles de méme longueur 5

Si bien que :
k k+1

)y

5 5

;1= U

0<k<4

Soit k un entier compris entre 0 et 4. La fonction f étant croissante sur l'intervalle [0; 1], elle
k k+1

’

I'est en particulier sur 'intervalle I = =

Donc pour tout x de I :
k k+1
< <fl—).
f&)\ﬂ”\f(S)

Il découle alors de I'inégalité de la moyenne que :

8 e (2

() f:ﬂu xgéf(%)

et ceci, quel que soit I'entier kK compris entre 0 et 4.

ie.:

Interprétation graphique : la fonction f étant continue et positive sur 'intervalle I, l'inté-
grale ci-dessus représente I'aire sous la courbe de la fonction f, exprimée en unité d’aire.

On en déduit que cette aire est comprise entre I'aire du rectangle rg, situé au-dessous de la
courbe, et celle du rectangle Rk, situé au-dessus de la courbe, ces rectangles ayant pour base

1 k+1
s et pour hauteurs respectives f ( ) etf ( )

. En sommant les inégalités précédentes pour k compris entre 0 et 4, on obtient :

4 4 B ex 41 (k+1
B Ef e
- 5 o) 1+x =5\ 5

4 5 ef L e*
o« ) f dx = f dx (Relation de Chasles).
§ o 1+x

k+1

)L (8-

Il en résulte :

. Ontrouve, a 107 prés: Sy ~ 5,4587 et S5~ 6,8178.

1
Dol 5 (S4) =1,0917 qu’'on minore par 1,091

1
et 5 (S5—1)=1,1636 qu'on majore par 1,164.

1 X

Ce qui nous donne I'encadrement : 1,091 < f

dx <1,164.
0 X

BACS
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3. a. Pourtoutréel xde[0;1],ona:

2 A-n0+0+x2 A-H+F 1

1+x 1+x 1+x 1+x
’ 1 x?
Donc, pour toutréel xde [0;1],ona: —— =1—-x+ ——.
1+x 1+x

b. En multipliant par e* dans I'égalité précédente, on obtient, pour tout réel x de [0; 1] :

er x%e*
=(1-x)e*+ .
1+x 1+x

D’ot, en intégrantde0al:

1 of 1
f dx:f (1-x)e*dx+1.
o 1+x 0
1

c. Pour calculer I'intégrale f (1-x)e*dx, les fonctions sous le signe somme étant continues,

0
ainsi que leurs dérivées, on peut effectuer une intégration par parties. Posons :

u(x)=e*
V(x)=-1

u'(x) =e*
v(x)=1—-x

u(x)v'(x) = —e*

D’ou:

1 1 1 1 1
f (1-x)e*dx= [(l—x)ex]0+[ e“dx=[1-xe],+[e*],=
0 0
[(1-x)e*+e*]) = [2-xe*g=e—2.

Ainsi : .
f (1-x)e*dx=e-2.
0

. 1 1 ox
d. PuisqueI:f dx—f (l—x)exdx:f dx-(e—2),
o 1+x 0 o 1+x

On déduit de I'encadrement obtenu au 2.c que :

1,091-(e—-2)<I<1,164—(e—-2).

D’oi1 'encadrement d’amplitude strictement inférieure 2 10! suivant :
0,37 <1<0,45.

Nouvelle Calédonie Nov 2010 7 points

Commun a tous les candidats
PARTIE A : restitution organisée de connaissances

PARTIEB:

1. a. fsomme de fonctions dérivables sur [1; +oo[ est dérivable et sur cet intervalle :
1
@' (x) =2x-4xInx—2x* x — =2x—-4xInx—2x = —4xInx.
X

Comme x > 1= Inx >0, il en résulte que sur [1 ; +oo|, ¢'(x) < 0: ¢ est donc décroissante
sur [1; +ool.

BACS Page 21/2? Calcul Intégral



Corrigé du TD 10 Michael Meyroneinc

pe)=1+e?-2e’xlne=1-¢e?=—6,4.

D’autre part (1) =1+1-2x0=2.

La fonction est décroissante sur [1 ; e],¢p(e) < 0 et ¢(1) > 0, donc la fonction ¢ continue car
dérivable s’annule une seule foisen o € [0; 1].

La calculatrice donne :

¢(1,8)=0,4; p(1,9) = —0,02, donc:

1,8<a<1,9.

. Lavariation de ¢ montre que :

-sur [1; al, ¢(x)>0;
_(p((x):()
-surla; +oof, p(x) <O.

2. . Le dénominateur ne peut s’annuler, donc f quotient de fonctions dérivables sur [1 ; +ool est
dérivable et sur cet intervalle :
e 1x(1+x*)-2xInx 1+x*-2x%Inx ¢(x)
X) = = = .
(1+x2)? x(1+x2)? x(1+x2)?
. Dela question 1. c. on déduit que :
-sur [1; e[, f'(x) >0:1afonction est croissante sur cet intervalle ;
- @) =
-sur]a; +ool, f'(x) <0:lafonction est décroissante sur cet intervalle.
1 1
.Onax’<x’+1 o2 < — eten multipliant par Inx > 0, car x > 1, on obtient :
x¢ X
Inx Inx ln X
2SS 2 soit f(x) <
De plus sur [1; +oo[, Inx > 0et1+x?>>1>0, donc f(x) > 0.
Finalement : pour tout x appartenant a I'intervalle [1 ; +oo[on a:
0< fln) < 0
X< —-.
Inx R L , L
. Onsait que lim lim —-= =0, donc d’apres le théoreme des gendarmes |’encadrement précédent
oo X
montre que x1—1>I-Poo fx) =
3. . Posons:
1
ux) =lnx  uwx = =
! 1 x
vV(x) = = _
(x) 2 v(x) = 3
Toutes ces fonctions étant continues car dérivables sur I'intervalle [1 ; e], on peut intégrer par
parties :
elnx 11 ¢ 1 Inx 1]® Ine 1 (Inl 1 2
—dx=|-lnxx—| - | —Zdx=|-—-—| =———-——-—|——-—|=1--
1 X X J1 X X X1 e e 1 1 e
. Puisque I'unité d’aire est égale a1 cm?, on sait que I'intégrale précédente est égale a <.
On a vu que 0 < f(x) < —-, donc d’apres la restitution organisée de connaissances de la
partie A, ona
2
0<« <1—-— (soitapeupres0 <.« <0,265.
e
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